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Функция алгебры логики

Пусть E2 = {0, 1}. Функция f (x1, . . . , xn), n > 1, называется
функцией алгебры логики, если

f : En
2 → E2.

Множество всех функций алгебры логики обозначается P2.



Функции алгебры логики

Некоторые функции алгебры логики.

n = 1:

x 0 x x̄ 1
0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

0 — константа 0;
x — тождественно равная x ;
x̄ — отрицание x ;
1 — константа 1.



Функции алгебры логики

n = 2:

x1 x2 x1&x2 x1 ∨ x2 x1 ⊕ x2 x1 → x2 x1 ∼ x2 x1/x2 x1 ↓ x2

0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1 0 1 0
1 0 0 1 1 0 0 1 0
1 1 1 1 0 1 1 0 0

Слева направо по порядку: конъюнкция, дизъюнкция,
сложение по модулю 2, импликация, эквивалентность,
штрих Шеффера, стрелка Пирса.

Конъюнкцию & будем также обозначать точкой · или знак
операции пропускать.



Формула

Пусть A ⊆ P2, причем каждая функция из A имеет свое,
отличное от других функций, обозначение.

Пусть X = {x1, . . . , xn} — конечное множество переменных.

Формула над множеством A с переменными из X
определяется по индукции.

Базис индукции. Если f — обозначение m-местной функции
из A и xi1 , . . . , xim — переменные из X (не обязательно
различные), то выражение f (xi1 , . . . , xim) — формула.

Индуктивный переход. Если f — обозначение m-местной
функции из A и F1, . . . ,Fm — уже построенные формулы или
переменные из X , то выражение f (F1, . . . ,Fm) — формула.



Функция, определяемая формулой

Если F = F (x1, . . . , xn) — формула с переменными x1, . . . , xn, то
она задает некоторую функцию из P2, которую обозначим
fF = fF (x1, . . . , xn).

Значение функции fF на наборе α ∈ En
2 находится по индукции.

Базис индукции. Если F = xi , где xi — переменная, то

fF (α) = αi .

Индуктивный переход. Если F = f (F1, . . . ,Fm), где f —
обозначение m-местной функции из A и F1, . . . ,Fm — формулы
или переменные, то

fF (α) = f (fF1(α), . . . , fFm(α)).

Пользуемся тем, что f обозначает какую-то функцию из A.



Переменная или ее отрицание

Если σ ∈ E2, то введем обозначение: xσ =

{
x , σ = 1;
x̄ , σ = 0.

Отметим, что xσ = 1 в том и только в том случае, когда x = σ.



Дизъюнктивное разложение функции по переменным

Теорема. При n > 1 и 1 6 k 6 n каждая функция
f (x1, . . . , xn) ∈ P2 может быть представлена в следующем виде:

f (x1, . . . , xn) =
∨

σ∈E k
2

xσ1
1 · . . . · x

σk
k · f (σ1, . . . , σk , xk+1, . . . , xn).

Доказательство. Рассмотрим произвольный набор α ∈ En
2 и

подставим его в левую и правую части равенства из
утверждения. Получаем:

f (α) =
∨

σ∈En
2

ασ1
1 · . . . · α

σk
k · f (σ1, . . . , σk , αk+1, . . . , αn).



Дизъюнктивное разложение функции по переменным

Рассмотрим набор β ∈ E k
2 , где βi = αi для всех i = 1, . . . , k .

Отметим, что σ пробегает все наборы из множества E k
2 , а β —

какой-то набор из E k
2 .

1. Если σ 6= β, то найдется такое i , 1 6 i 6 k , что σi 6= αi .
Значит, ασi

i = 0, откуда в этом случае:

ασ1
1 · . . . ·α

σi−1
i−1 · 0 ·α

σi+1
i+1 · . . . ·α

σk
k · f (σ1, . . . , σk , αk+1, . . . , αn) = 0.

2. Если σ = β, то для всех i , i = 1, . . . , k , верно σi = αi , а
значит, ασi

i = 1. Поэтому в этом случае:

1 · . . . · 1 · f (α1, . . . , αk , αk+1, . . . , αn) = f (α).

Следовательно,

f (α) = 0 ∨ . . . ∨ 0 ∨ f (α) ∨ 0 ∨ . . . ∨ 0 = f (α).

�



Совершенная ДНФ

Теорема (о совершенной ДНФ). Каждая функция
f (x1, . . . , xn) ∈ P2, f 6= 0, может быть представлена в виде
совершенной дизъюнктивной нормальной формы (ДНФ), а
именно, в виде:

f (x1, . . . , xn) =
∨

σ∈En
2 :f (σ)=1

xσ1
1 · x

σ2
2 · . . . · x

σn
n .



Совершенная ДНФ

Доказательство. Дизъюнктивно разложим
функцию f (x1, . . . , xn) по всем n переменным:

f (x1, . . . , xn) =
∨

σ∈En
2

xσ1
1 · . . . · x

σn
n · f (σ).

Отметим, что σ пробегает все наборы из множества En
2 .

1. Если f (σ) = 0, то

xσ1
1 · . . . · x

σn
n · 0 = 0.

2. Если f (σ) = 1, то

xσ1
1 · . . . · x

σn
n · 1 = xσ1

1 · . . . · x
σn
n .

Следовательно,

f (x1, . . . , xn) =
∨

σ∈En
2 :f (σ)=1

xσ1
1 · x

σ2
2 · . . . · x

σn
n .
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Совершенная ДНФ

Пример. Найдем совершенную ДНФ функции f (x1, x2, x3):

x1 x2 x3 f

0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

Получаем:

f (x1, x2, x3) = x̄1x2x3 ∨ x1x̄2x3 ∨ x1x2x̄3 ∨ x1x2x3.
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